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摘要 我们课题组近 10年所发展的组分矢量 (CVTree)方法,已经成为从完全基因组出发而不使用序列联

配来构建细菌亲缘关系的有效手段. 在整个生物分类学日益后继乏人的背景下,组分矢量 (CVTree)方法伴随

着基因组时代的发展,成为人人可以方便使用的微生物分类的定义性工具.本综述不讨论 CVTree的生物学结

果,而着重从非线性科学的角度,介绍我们在研究过程中所提出和解决的数学问题.这将涉及组合学、图论、

形式语言学等离散数学的篇章.我们特别希望,本文所列举的一些尚未解决的数学问题能引发新的研究工作,

使 CVTree方法的理论基础更为坚实.

关键词 无序列比对,全基因组亲缘关系,原核生物,组合学,欧拉圈,可因式化语言

PACS: 02.50.Ga, 02.10.Ox, 02.70.Rr

doi: 10.1360/SSPMA2014-00124

1 引言

原核生物 (Prokaryote) 是古菌 (Archaea) 和细菌

(Bacteria, 过去曾称为真细菌 Eubacteria) 的总称. 这

些单细胞微生物同真核生物一起并居三个生命超界

中的两个, 在生物演化过程和地球生态系统中起着

重要作用. 然而, 由于形态特征有限, 原核生物的亲

缘关系和分类系统的研究曾长期落后于多细胞动植

物. 特别由于缺少一切原核生物所共有的蛋白质序

列,分子水平上的演化研究更曾停滞不前.直到 1970

年代后期, Woese及合作者 [1] 采用核糖体小亚基的

16S rRNA序列作比较分析,这一领域开始迅速发展.

历时 12 年才出版齐全的《伯杰系统细菌学手

册》第二版 [2]已经尽可能基于 16S rRNA序列分析.

这一事实隐含的原则性问题是: 现代原核生物的亲

缘关系和分类系统愈益 “合二为一”, 对它们的正确

性必须有客观检验, 这种检验在数据和方法两方面

都应当独立于传统的 16S rRNA序列分析.

我们组所发展的组分矢量 (简称 CVTree) 方
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法 [3–8],不仅提供了对 16S rRNA序列分析的独立检

验, 而且在分辨能力上远远超过后者 [9–11]. CVTree

方法已经成功地应用于构建病毒 [12, 13]、叶绿体 [14]、

细菌和古菌 [6, 15, 16],以及真菌 [17]的亲缘关系.

作为一种全新的方法, CVTree 的基础还有待分

析与奠定. 近十年来,我们已经提出和解决了一批问

题 [18–22]. 本文在综述这些结果的同时,还要指出一

些尚待研究的课题.

2 组分矢量方法概述

组分矢量方法有三个区别于其他构树途径的主

要特点: 它基于全基因组数据; 它不使用序列联配;

它的正确性靠直接同分类系统比较来检验.

基于全基因组,就避免了选取序列片段、特别是

同源蛋白所带来的主观任意性. 基因横向传递不再

是构树的严重障碍, 而仅仅是基因组演化的一种机

制.虽然测序对象的选择主要取决于功利考虑,但测

序技术日益提高、成本不断降低,已经使得有全基因

组做代表的原核生物的分类覆盖相当广泛. 基于全

基因组的亲缘关系和分类系统研究已经现实可行.

原核生物基因组极其多样. 生殖道支原体 (My-

coplasma Genitalium)的基因组只有 48万碱基对和不

到 500 种蛋白质; 目前已经测序的最大基因组来自

纤维堆囊菌 (Sorangium Cellulosum), 它有 1300 多万

碱基对、编码 9380个基因.如何 “联配”尺寸如此悬

殊的序列呢？

为了不用序列联配来比较基因组, 我们取每个

基因组所编码的全部蛋白质产物, 并确定一个小整

数 K. 用宽度为 K 的滑动窗口, 扫过每条由 Li 个氨

基酸组成的蛋白质序列, 得到 ∑M
i=1(Li −K + 1)个 K-

肽的集合,其中 i = 1,2, · · · ,M 是蛋白质序列的编号.

把一个基因组所编码的全部蛋白质中的氨基酸总数

记为 L = ∑M
i=1 Li. 对于固定的 K, 最多有 20K 种 K-

肽. 把它们按氨基酸字母的字典顺序排列,填入相应

的 K-肽计数,构造出一个具有 20K 个分量的组分矢

量 (Composition Vector, CV).需要说明的是,使用蛋白

质序列作为我们研究的对象, 是经过大量的探索之

后才确定下来的. 最初我们尝试使用全基因组 DNA

序列,以及编码部分即 CDS做,虽然也能得到一些有

意义的结果,但是总体来说并不是特别理想.

设物种 A 和 B 的组分矢量分别是

A(a1,a2, · · · ,a20K ) 和 B(b1,b2, · · · ,b20K ). 它们之间的

关联C(A,B)由标量积决定:

C(A,B) =
∑20K

i=1 aibi√
∑20K

i=1 a2
i

√
∑20K

j=1 b2
j

. (1)

C(A,B) 是已经归一的关联, 它的变化范围是 [−1,1].

进一步定义物种 A和 B之间的关联 “距离”或 “非相

似性”(Dissimilarity):

D(A,B) =
1−C(A,B)

2
, (2)

D(A,B)的变化范围是 [0,1]. “距离”二字加上引号的

原因将在后面解释.

直接使用由公式 (2)得到的距离矩阵来构树,结

果并不好.其原因在于,由简单计数构造的组分矢量

中,包含着中性突变所导致的与物种分化关系不大的

贡献. 为了突出物种特异性,必须设法减除掉中性突

变造成的背景. 根据木村资生的中性演化理论 [23],

突变在分子水平上随机发生, 因此可以采用某种统

计模型来扣除背景. 我们采用 K − 2 阶的马可夫预

测 [3, 6, 19],从实际数出来的 K − 2肽和 K − 1肽的数

目来预测每一种 K 肽的数目. 然后取预测和实际计

数的差值作为新的组分矢量的分量. 我们使用的公

式是

f 0(α1α2 · · ·αK) =C
f (α1α2 · · ·αK−1) f (α2α3 · · ·αK)

f (α2α3 · · ·αK−1)
,

(3)

其中 αi 是 20个氨基酸字母之一.公式 (3)右端用到

两种 K − 1肽和一种 K − 2肽的实际出现频度,而左

面是预测出来的 K 肽的频度 f 0;常数 C来自概率和

频度之间的变换:

C =
∑i(Li −K +1)∑ j(L j −K +3)

∑i(Li −K +2)2 , (4)

当蛋白质的长度 Li ≫ K 时, C很接近 1. 除了导致好

的结果,公式 (3)的优点是可以用两种独立的办法推

导出来: 或是借助联合概率与条件概率的关系加上

马可夫假定 [6, 19],或是利用最大熵原理 [24]. 我们取
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K肽的实际计数和预测值之差 ( f − f 0)/ f 0,作为组分

矢量的新分量.前面公式 (1)和 (2)里面,就是使用这

样 “重正化”以后的组分矢量来代表物种 A和 B.

3 蛋白质序列分解为 K-肽及重构问题

一条由 L 个氨基酸组成的蛋白质序列, 使用宽

度为 K 的滑动窗口, 总可以分解成 L−K + 1 个 K-

肽. 现在提出一个逆问题:给定这一批 K-肽,要求重

新构成长度为 L的氨基酸序列,每条 K-肽必须而且

只许用一次, 全部用完. 这个逆问题是有解的, 因为

至少可以回到作为出发点的那条蛋白质序列. 问题:

重构是否唯一？显然, K 足够大时重构唯一.不唯一

时有多少重构序列？把 K换成 K +1时,重构数目会

减少,在何种 K值下,重构成为唯一的？

谢惠民指出 [27],上述重构数目可由图论中的有

向欧拉圈数目决定. 我们以一条具体的蛋白质为例,

加以说明. 下面是一种冬季比目鱼的抗冻蛋白质前

体 (PDB 蛋白质结构数据库序列号 ANPA PSEAM),

它只包含 82个氨基酸:

MALSLFTV GQLIFLFDWT MRIT EASPDPAAKAAPA

AAAAPAAAAPDTASDAAAAAALTAANAKAAAELTAA

NAAAAAATARG

给定 K = 5,把第 1个 5肽看做由前 4个字母代表的

状态向后 4个字母代表的状态的跃迁:

MALSL : MALS → ALSL,

沿蛋白质序列右移一个字母,把第 2个 5肽看做由前

4 个字母代表的状态向后 4 个字母代表的状态的跃

迁:

ALSLF : ALSL → LSLF,

前一个跃迁的末态自然就是后一个跃迁的初态. 如

法炮制,直到最后一个 5肽代表的跃迁:

ATARG : ATAR → TARG.

把每个状态画成一个图的顶点; 如果遇到重复出现

的状态,就只画一次顶点,而把相应的跃迁箭头指回

来; 最后用一条辅助跃迁, 从最后一个末态指回第 1

个初态.这样一来,一条蛋白质导致一条封闭的路经,

同时就定义了一个欧拉图. 那条路经就是图上的一

个封闭的欧拉圈. 问题归结为,同一个欧拉图上还有

没有其他的欧拉圈？一共有多少个不同的欧拉圈？

其实在上述做图过程中, 不必保留所有的顶点.

例如,一串进出各一次的顶点可以只留一个,而不影

响欧拉圈的数目. 这条 82 个氨基酸的蛋白质, 最终

对应如图 1所示的只有 9个顶点的欧拉图:

欧拉圈的数目是图论中解决得比较好的问题.图

1的结构由两个矩阵描述:一个对角的度矩阵

M = diag(d1,d2, · · · ,d9);

其中 di 是第 i 个顶点的度 (对于欧拉图: 入度 = 出

度 =度).另一个连接矩阵 A = {ai j},其元素等于从顶

点 i连到顶点 j的弧线数目. 两者之差 C = M−A称
为克希荷夫矩阵 (也叫做拉普拉斯矩阵).具体到图 1

有:

C =

2, −1, 0, 0, 0, 0, −1, 0, 0,

0, 2, −2, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 2, −2, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 2, −2, 0, 0, 0, 0,

−1, 0, 0, 0, 4, −2, −1, 0, 0,

0, −1, 0, 0, −1, 2, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, −2, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, −2,

−1, 0, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 2,



.

克希荷夫矩阵的特点是它所有的代数余子式 ∆都相
同. Mathematica 软件里有专门计算代数余子式的函

数, 结果是 ∆ = 192. 如果图中没有从一个顶点回到

自身的弧线, 即 aii = 0, ∀i, 任何两个顶点之间也没

有并行的两条或更多弧线, 即 ai j = 0,1, ∀i , j, 则相

应的图称为简单图. 图论里有一个著名的 BEST 定

理 [25], 缩写来自四位数学家的姓氏, 他们是 Brujin,

Aardenne-Ehrenfest, Smith和 Tutte. 对于简单欧拉图,

给定 K时欧拉圈的数目是

R(K) = ∆∏
i
(di −1)!. (5)
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1 AKAA

2 AAPA

3 APAA

4 PAAA

5 AAAA

9 AANA

8 TAAN

7 LTAA

6 AAAP

图 1 对应蛋白质序列 ANPA PSEAM的欧拉图,虚线来自
把末态连回到初态的辅助线

Figure 1 Eulerian cycle for protein sequence ANPA−PSEAM. The
dash line is an auxiliary line which links the end to the beginning of

Eulerian figure.

图 1显然不是简单欧拉图. 然而,只要在每一条并行

的弧线上添加一个辅助顶点,它就成为简单图;仍然

可以使用公式 (2) 计算圈数, 只是矩阵变得更大. 谢

惠民借助矩阵的初等变换证明,可以不增大矩阵,只

是把公式 (5)推广成

R =
∆∏i(di −1)!

∏i j ai j!
, (6)

上式中允许某些 aii , 0,以及一些 ai j > 1. 上式分母

中的 ai j!就是为了抵消并行弧线所导致的重复计数.

我们后来得知, 公式 (6)早曾在文献 [26]中给出,不

过那里考虑的是指定了起点的欧拉圈, 因此该起点

的度 d要出现在分子中.

对于蛋白质列 ANPA PSEAM 所导致的图 1, 欧

拉圈的数目是 R(5)= 1512, R(6)= 60, R(7)= 2, R(8)=

1,即 K = 8时该蛋白质序列具有唯一的重构.

4 欧拉圈数目与可因式化语言

2000 年, 郝柏林和谢惠民讨论蛋白质序列分解

成 K 肽后重构的唯一性, 谢惠民发现了它与欧拉圈

数目关系,随后在 Santa Barbara参加 “统计物理与生

物信息” 活动期间, 郝同张淑誉一起做了一批实例,

手工绘制了不少欧拉图,算了一批拉普拉斯矩阵. 由

于该项研究并不在我们研究的主线上,前述研究结果

曾经只在一份束之高阁的电子预印本里 [27] 有所表

述.直到一篇内容完全与生物学无关的文章 [28]引用

了预印本 [27],才再次引起我们注意. 文献 [28]宣称

存在着有限状态自动机, 它可以识别在特定的 K 值

下,一个符号序列是否具有唯一重构.不过,文章 [28]

只包含存在性证明, 并没有实际构造出相应的自动

机.关于语言和自动机的基本概念,可参看 [29].

首先给定由 m 个符号组成的字母集 Σ =

{q1,a2, · · · ,am}. Σ 中任意多个符号的各种各样的串,

组成一个大集合 Σ∗. Σ∗ 的任何子集 L ⊂ Σ称为一个
语言.关键在于如何定义这个子集.

可因式化语言 L 的定义是: 如果一个符号串

x ∈ L, 则 x 的任何子串都属于 L. 我们在 1990 年代

发展单峰映射的符号动力学时, 就知道符号动力学

中允许字组成可因式化语言. 后来在研究细菌基因

组中的缺失短串时, 又借助可因式化语言解决了冗

余缺失串的计数问题 [30, 31].

现在取 Σ∗ 上一切在指定 K 下具有唯一重构的

符号串的集合来构成 L. 根据定义, L就是一个可因

式化语言, 因为一个具有唯一重构的符号串的任意

子串必然具有唯一的重构. 考虑到来自基因组的符

号序列的有限性,我们可以只研究有限的语言 L. 这

样的 L必然属于正规语言. 这不仅使得文献 [28]的

存在性定理成为显然事实, 而且给出了构造相应有

限状态自动机的途经 [32].

一个有限状态自动机由 5个元素构成:

{Q,Σ,δ ,q0,F}, (7)

这里 Q = {q}是状态的集合, q0 ∈ Q是初始状态. 每

个状态有 3个成分,即 Q = P×N ×C = {(p;n;c)}. p

标记最近读进来的符号 ap ∈ Σ. 初始状态 q0 还没有

读进任何符号, 我们形式上引进一个不属于 Σ 的符
号 a0, 于是可以写 P = Σ∪ 0. n是 m+ 1个符号的表

{n0,n1,n2, · · · ,nm}, 用来更新在 p之后读进来的下一

个符号.对于初始状态 n = {ε,ε,ε, · · · ,ε} ≡ εm+1, ε表
示 “空”或不存在.于是可以写 N = (Σ∪ε)m+1. c是 m

个拨动开关的表 {c1,c2, · · · ,cm}. 拨动开关的两个状

态可以记作 WHIT E 和 BLACK. 最初 c = WHIT Em,

初始状态 q0 = (0;εm+1;WHIT Em). 读进一个禁止字

后, c成为 BLACKm.只要 c没有成为全黑即 BLACKm,
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q就是一个可以接受的状态. 一旦 c成为全黑,它就

一直保持全黑, 自动机判断所读入的串不具有唯一

重构. F ∈ Q 是接受语言 L 的状态, 即 F = (p;n;c ,

BLACKm). 关键是从 Q×Σ 到 Q 的转移函数 δ (q,a).
我们不去详细描述, 而只在图 2 中给出实现 δ 的程
序.

这个看起来似乎很简单的自动机, 是一类特别

的确定性有限状态自动机. 它在任一时刻的状态唯

一,状态转移图的结点数目也是固定的. 但是对于 K

串这样的字母表,结点数目就太大了,以至于在实际

程序中不能真正模拟,只可动态增加.

从自动机理论 [29] 知道,就功能而言,非确定性

自动机同确定性自动机是等价的. 从一个非确定性

自动机出发,可以通过 “子集合构造”得到确定性自

动机;确定性自动机一般并不唯一,但存在着一个结

点数目最少的最小确定性自动机.最近,文献 [33]证

明, 欧拉圈问题对应的最小确定性自动机具有稍多

于指数、量级为 exp[O(m logm)]的状态数目. 这与我

们构造的自动机的状态数是一致的, 最多差指数上

的常数因子. 文献 [33]的结果和证明都是基于李强

提供的论据. 不过,看来这里还存在着远非平庸的有

待解决的问题.

现在我们至少可以用三种办法写出程序, 来处

理给定蛋白质序列的重构唯一性问题:

(1)直接实现重构的程序,返回一条条重构出的

序列. 这个程序给出的信息最多,即所有能实现的重

构序列. 然而, 还必须给定一个重构数目的上限, 例

1 procedure δ ((p,n, c),a)

2 if (np = )& (np = a) then

3 i ← p

4 repeat

5 c i← BLACK

6 i ← n i
7 unti l i = p

8 endif

9 if ca = BLACK then

10 c← BLACK
m

11 endif

12 p← n p← a

13 endp rocedure

图 2 实现转移函数 δ(q, a)的程序 [32]

Figure 2 An algorithm of transition function δ (q,a) [32].

如当重构超过 1万种时,就给出信息并停止计算,否

则程序可能无休止地运行下去.

(2)实现推广的 BEST公式 (6)的程序,它只给出

特定 K值下重构序列的数目,而不输出任何序列.实

现这个程序时, 必须用一些技巧来归并那些不影响

欧拉圈数目的顶点. 这些技巧的文字描述,反而比用

算法语言写出的程序更为繁琐,故此处从略.

(3)一个判断给定序列是否具有唯一重构的有限

状态自动机. 它给出的信息最少: “是” 或 “否”. 在

“否”的情形下,可以把 K 换成 K +1,直到得出 “是”,

即使得重构数为 1的 K值.事实上,它包含着导致重

构不唯一的具体 K 串及其位置的信息, 只是没有输

出.

用这些工具武装起来之后, 可以针对实际的蛋

白质数据库, 检查在何种 K 值下序列具有唯一的重

构.计算表明 [34],对于并不大的 K值,自然界里的多

数蛋白质具有唯一的重构, 从不唯一到唯一的转变,

发生在 K = 5,6,7的狭窄区间内.这一事实是对我们

使用 K 肽集合来代替蛋白质一级序列的支持. 另一

方面,自然界里存在着一些蛋白质,它们具有极大的

重构数.文献 [20]列举了一批这样的蛋白质.它们多

是实现机械或抗冻功能的纤维蛋白, 而不是做为酶

的珠蛋白. 例如,丁香假单胞菌 (Pseudomonas Syrine-

gae)在超冷下的冰成核蛋白 ICEN PSESY只有 1200

个氨基酸,它的 R(11) = 1.55675× 1027,当 K = 46时

它才具有唯一的重构.

还可以提出一个问题: 给定 K 值和多条蛋白质

序列,其中每一条都具有唯一的重构;对于来自所有

这些蛋白质的 K肽集合,一起来进行重构,那还能有

多少蛋白质保持正确的唯一重构？看来,只能对于每

个蛋白质集合给出具体的计算结果, 而没有一般性

的答案.

5 K-肽数目的统计预测

为了减除中性突变背景所使用的统计预测公式

(3),并不是唯一的选择.原则上可以设想其他的统计

方法. 例如,文献 [35]直接写出而不是推导出一个从

K −1肽概率预测 K肽概率的线性关系:
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p0(α1α2 · · ·αK) =
1
2
(p(α1α2 · · ·αK−1)p(αK)

+p(α1)p(α2α3 · · ·αK)).

然而, 在它所导致的亲缘树上, 一个古菌 (Pyrobacu-

lum Aerophilum) 混入了细菌枝, 从而破坏了三个生

命超界的划分.

我们不知道是否存在最佳预测的数学判据. 传

统的统计再抽样检查,包括自举法 (Bootstrap)和刀切

法 (Jackknife),充其量只能说明所构树对于输入数据

集的稳定性和自洽性, 而并不能证明它的客观正确

性. 为了满足囿于传统再抽样方法的要求,我们发展

了针对 CVTree 方法的刀切和自举算法 [22], 说明组

分矢量方法确实可以通过各种检验, 特别是基因组

数据集合从 2002年初的不足 70个,增加到 2013年

10月底接近 2700个, CVTree的质量不断改进,更可

以说是通过了规模不断扩大的反刀切法检验.

然而,我们要强调指出,判断亲缘树质量的根本

方法, 是在从门到种的各个层次上同细菌分类系统

的公认结果做直接比较. 基因组序列来自对样品的

测序,可以视为实验数据; CVTree是一套理论分析框

架; 分类系统乃是几代微生物学家近 200 年的研究

成果,他们涵盖了从形态特征到 16S rRNA序列的各

种观察和数据. 亲缘关系和分类系统的直接比较,在

20 世纪末还是做不到的事情, 因为那时人们还在质

疑细菌蛋白质序列中究竟是否含有亲缘信息 [36],而

当时所构造的基于基因组的树不能分辩门以下的分

类单元 [37]. 亲缘树和分类系统目前达到的高度一

致,同时是对两者客观正确性的证明,是进行微生物

学研究的基础性事实.

6 最佳 K-值的选择

在 CVTree 方法中, 肽段长度 K 看起来像、而

实际上不是参数,因为我们从来不调整它的数值,对

所有的基因组一视同仁地使用同一个 K 值. 比较不

同 K 值下亲缘树的 “收敛”情况,更提供了考察构树

质量的新角度.我们多年来的实际构树经验表明,对

于病毒最佳的 K 值范围是 5 [13], 对于细菌是 K = 5

和 6 [6],对于真菌是 K = 7 [17]. 许多从方法论角度考

察 CVTree的作者曾建议使用更长的 K来构树,他们

提出完全组分矢量 (CCV [38])、改进的完全组分矢量

(ICCV [39])等方法,也有人引用截断的后缀树来处理

更宽的 K 值范围 [40],但是都没有得出比 CVTree更

好的结果.

定性地说, 比较长的 K 值可以突出肽段的物种

特异性. 但是如果选取的都是太长的肽段,最终得到

的将是一棵星形树 (star tree): 每个物种自成体一类,

互相无关.要反映不同物种之间的相互关系,就必须

恰当计入一些较短的肽段.从我们使用的 K−2阶马

可夫预测公式 (3)出发,可以把以上定性考虑定量化.

式中最长的 K 应反映物种特异性, 因此它们的数目

不能太多, 而应当少于在一个同等长度的随机氨基

酸序列中出现此种肽段的概率.

假定各种氨基酸的出现概率都是 1/20, 那么一

种特定 K 肽的出现概率是 1/20K . 在总长度为 L 的

随机氨基酸序列中, 此种 K 肽的总数估计是 L/20K

个. 我们所关心的反映物种特异性的某种 K 肽的数

目应当 “大于”随机情况,或者说在随机序列中它的

出现应当是小概率事件,即

L
20K ≪ 1. (8)

另一方面, K−2肽的数目不能太少,它们才能把不同

的物种联系起来.换言之,我们至少应当有

L
20K−2 ≫ 1. (9)

对上面两个不等式的左右都取对数 (采用以 10为底

的对数比较简便),解出 K并且放到一起,有

logL
1+ log2

< K < 2+
logL

1+ log2
.

对于典型的病毒、细菌和真菌基因组所编码的蛋白

质产物总氨基酸数目,可以分别取 L = 105, L= 106和

L = 107,于是对于病毒得到

3.8 < K < 5.8, K = 4,5;

对于细菌和古菌有

4.6 < K < 6.6, K = 5,6;

对于真菌有

5.4 < K < 7.4, K = 6,7.
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对数估值的适用范围比较宽松. 这里给出的最佳 K

值范围,也与我们多年的计算经验一致.

没有必要采用更大的 K 值, 还有一个简单直观

的原因.对于一个给定的基因组,不同 K肽的总数在

K值比较小时的增长速度低于 20K ,而在 K值变大以

后, 受限于一条下降的直线 L−M(K − 1)其中 M 是

蛋白质数目, L = ∑M
i=1 Li是各条蛋白质所包含的氨基

酸总数,这在前面介绍组分矢量方法的第 2节里都已

经引入. 图 3是一批古菌和细菌的 K 肽总数随 K 的

变化曲线,可见更大的 K值已经把不再有实质贡献.
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图 3 一批 K 肽总数随 K 的变化曲线
(a)古菌; (b)细菌

Figure 3 Number of K-strings as function of K for whole genomes
of archaea (a) and bacteria (b).

7 三角形不等式和准度规

组分矢量之间的 “距离” 公式 (2) 可以稍加变

换 [41],写成:

D(A,B) =
1
2

(
1− AAATBBB

∥AAA∥ · ∥BBB∥

)
=

1
4
|| AAA
||AAA||

− BBB
||BBB||

||2, (10)

其中 ||AAA||是代表物种 A的、以 ai为分量的组分矢量

AAA 的模. 可见, D(A,B) 是一个欧几里德距离的平方.

欧几里德距离满足包括三角形不等式在内的的距离

三公理, 但是它的平方就不一定满足三角形不等式.

事实上,由公式 (2)或 (10)所定义的距离矩阵不能保

证所有的三角形不等式都成立 [21].

以 2012年 3月初基于 N = 1570个基因组构建

的 CVTree为例. 这时三角形的总数是 N(N −1)(N −
2)/6 = 643750240个.不同 K 值下, 不等式不成立的

三角形数目见下面的表 1.

应当指出, 不等式被破坏的三角形数目极其稀

少, 而且所涉及的基因组与亲缘树上位置有问题的

物种没有任何关联. 表 1再次表明, K = 5和 6给出

最好的结果.

只满足比三个 “距离公理”更弱条件的度规在有

些文献中称为准度规 [42], 它仍然强于 “非相似性”.

我们使用的关联 “距离”(公式 (2))是一种准度规.

从我们的计算结果还可以提出一个问题: 欧几

里德距离的平方所定义的准度规, 虽不能保证全部

三角形不等式成立. 但是, 在我们的具体情况下, 被

破坏的不等式只占极小的比例. 有没有数学判据,把

这一类准度规挑选出来？这是一个可以提给古希腊

数学家的问题,我们不知道是否已经有答案.

8 一些没有解决的问题

我们在前文的叙述中已经提到一批没有解决的

问题. CVTree作为一套操作方法,其结果达到与细菌

表 1 不同 K 值下被破坏的三角形不等式数目
Table 1 Numbers of missing triangle inequality of different K values

K 3 4 5 6 7

绝对数目 12 501 415 0 0 3

相对比例 (%) 1.87×10−3 6.44×10−5 0 0 4.6×10−7
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分类系统高度一致, 但是它还面临许多奠基性问题,

其中有一些可能只具有学术意义,如下所述.

(1) CVTree方法里没有严格定义的统计量 (statis-

tic). 特定的 K 串出现在一条长度为 L的随机序列中

的概率及其分布性质,是离 CVTree方法甚远的过于

简单的统计量. 对于特定的 K 串同时出现在两条随

机序列中的概率及其分布, Waterman 及合作者引入

的 D2统计量,向前进了一步.但是要同 CVTree联系

起来, 就必须考虑互相重叠的 K 串计数和随后的减

除手续; 前者破坏关于序列随机性的独立同分布假

设,后者更是非线性操作.关于非联配方法的一篇最

新综述 [43] 虽然把我们使用的 (2) 式称为非相似性

测度,但是并没有关于其统计性质的分析,因此它还

构不成一种统计量.

(2)枝长的标定与遗传距离的关系.这个问题的

提法与所研究的对象的分类广度有关. 传统的亲缘

树研究通常涉及较窄的分类范围,例如一个亚门 (脊

椎动物)、一个纲 (哺乳动物)、一个目 (灵长目) 等

等, 这时基因序列突变速率恒定是一个合理的假设.

CVTree所研究的首先是涉及一切有基因组数据的原

核生物,目前已经涵盖 30–40个门.很难设想,生活在

地球上不同环境里的微生物的基因序列会以近似恒

定的速率发生突变.因此,亲缘树的拓扑和枝长两个

特性,拓扑才是更重要的. 而这正是 CVTree的长处.

尽管如此,我们还是给出过一个关联 “距离”与遗传

距离的变换关系 [44],不过它不能保证树的拓扑结构

完全不变.

(3)如果一棵亲缘树上的枝长与物种分化时间一

致,则枝长具有相加性. 这时必有两个物种到第三个

物种的距离相等,且大于或等于它们之间的距离. 这

是距离公理中对三角形不等式的更强的要求, 即三

角形必须是等腰或等边的.这种距离称为超度规 (关

于超度规的基本概念, 可以参看文献 [45]). 一般说

来, 从序列集合得到的距离矩阵并不满足超度规要

求. 原则上有无穷多种办法使原来的距离矩阵超度

规化,在从后者构建的树上,根的位置应当自然得出.

然而, 目前并没有一种判据来挑选出最具生物学意

义的超度规化手续.
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Our composition vector tree (CVTree) method is an effective and efficient phylogenetic method for prokaryote. It is whole-
genome-based, alignment and easy-to-use. And benefit from the development of the gene technology, it is competent for
one of the definite tools in the study of prokaryotic taxonomy. In this paper, instead of showing the biological result, we
focused on the mathematical problems that were issued in the study of CVTree. To resolve these problems, some discrete
mathematics knowledge, including combinatorics, graph theory and formal language, were engaged in our study. We also
posed some unsolved fundamental problems for the CVTree method. We hope these problems will inspire some new
researches in the theoretic field.
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